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Resumo: Neste trabalho derivamos um modelo tridimensional que descreve o
escoamento de mantos de gelo em climas polares. A grande novidade, reside na
consideração de um expoente de Glen que varia com a temperatura. No caso do
problema isotrópico, apresentamos resultados de existência e unicidade de soluções.
Provamos, também, algumas propriedades qualitativas das soluções com potencial
aplicação em modelos de previsão climática.

Abstract A three-dimensional model that describes the flow of ice sheets in
polar climates is derived in this work. The major novelty lies in considering a
temperature-depending Glen’s exponent. In the case of the isotropic problem, we
present results of existence and uniqueness of solutions. Some qualitative proper-
ties of the solutions with potential applications in climate prediction models are
established as well.
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1 Introdução

Manto de gelo é a tradução da expressão inglesa ice sheet para designar extensões
de gelo que cobrem superfícies da litosfera com mais de 50 000 Km2. Os mantos de
gelo têm extensões laterais na ordem dos 10 000 Km e, hoje em dia, concentram-se
principalmente na Antárctica e em menor escala na Gronelândia. O deslocamento
dos mantos de gelo deve-se ao seu próprio peso e faz-se por processos de arrasta-
mento característicos do estado sólido, tais como o deslocamento na estrutura da
rede cristalina do gelo. Neste tipo de rios de gelo, a espessura máxima varia entre 1
e 3 Km e o escoamento faz-se a velocidades na ordem dos 100 m por ano. Apesar do
seu movimento lento e imutabilidade aparente, os mantos de gelo exibem vários fe-
nómenos dinâmicos interessantes. A neve acumula-se nas terras altas, é comprimida
em gelo e escoa sob a acção da força de gravidade. O gelo escoa a partir das zonas
centrais, onde a espessura do manto de gelo é maior, para as margens que poderão
estar em terra ou dentro de água. Neste último caso, poderão formar-se enormes
placas de gelo que ao quebrarem dão origem aos icebergs. A base do manto de gelo
está em contacto com a crosta terrestre e, devido ao calor por esta transmitido, o
gelo pode fundir. Quando isto acontece, a água resultante lubrifica a interface entre
o gelo e a crosta terrestre, o que provoca o deslize do manto de gelo. A dinâmica dos
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mantos de gelo é mantida através de um equilíbrio entre a acumulação no centro
e a ablação nas margens. A acumulação ocorre principalmente por precipitação de
neve e a ablação pode ocorrer tanto por meio de evaporação ou derretimento de
gelo no clima mais quente da margem, ou por meio de quebra de icebergs. Muito
importante para a manutenção dos mantos de gelo, são as temperaturas atmosfé-
ricas das regiões onde se encontram, que, no caso do interior da Antarctica, é na
ordem dos -60oC de temperatura média anual, enquanto que as zonas costeiras têm
uma temperatura média anual de cerca de -15oC. No entanto, a temperatura típica
de um manto de gelo, no seu interior profundo, poderá rondar os 50o K≃-223o C
(ver e.g. [5]).

2 As equações que governam o escoamento

Em Mecânica dos Fluidos, o gelo frio é modelado como um fluido não-newtoniano
altamente viscoso, exotérmico, homogéneo e incompressível. As equações que gover-
nam o escoamento dos mantos de gelo resultam dos princípios básicos da Mecânica
aplicados a um fluido geofísico (ver e.g. [2, 4]):

Conservação da massa : div u = 0 ; (1)

Conservação do momento linear : div T = −ρ g , T = −pI + S(D) , (2)

Conservação da energia: ρ c

(

∂ θ

∂ t
+ u · ∇θ

)

= div (k(θ)∇θ) + tr(SD) . (3)

A notação usada nas equações (1)-(3) é bem conhecida: as incógnitas são o campo
de velocidades u = (u, v, w), a pressão p e a temperatura absoluta θ; a densidade ρ

e o calor específicos c são constantes; e k é a função de condutividade térmica. O
campo de forças externas g deve-se à aceleração gravítica, I é o tensor unitário, S

é a parte viscosa do tensor das tensões T e D, a parte simétrica de ∇ u, é o tensor
das velocidades de deformação. Os tensores S e D estão relacionados através da lei
de Glen

D = A(θ)|τ |n−1S, τ =
√

IIS , IIS =
1

2
tr(S2) , (4)

onde A(θ) é dada pela lei de Arrhenius

A(θ) = A0 e−

Q

k θ , (5)

sendo Q a energia de activação, k a constante de Boltzman e A0 um parâmetro de
normalização. A letra n designa-se por expoente de Glen e todos os trabalhos que
consultamos consideram n constante, sendo n = 3 o valor mais usado. No entanto,
deve-se referir que resultados experimentais (ver e.g. [5]) têm mostrado alguma
evidência de que n varia em função da temperatura. A novidade deste trabalho,
consiste em considerarmos um expoente de Glen dependendo da temperatura

n = n(θ) . (6)
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3 Equações de campo

Consideremos um sistema cartesiano de coordenadas (x, y, z) habitual, onde o plano
z = 0 indica o nível médio do mar. Denotemos por z = h(x, y, t) a superfície livre
que separa o manto de gelo da atmosfera e por z = b(x, y, t) a interface que separa
a sua base da litosfera. As designadas equações de campo são derivadas fazendo
uma análise comparativa das escalas das diferentes quantidades intervenientes nas
equações (2)-(3). Esta análise permite-nos usar as aproximações hidrostática e do
gelo raso (do inglês shallow ice), bem como inferir que as normais exteriores à
superfície livre e à interface da base são aproximadamente verticais. Procedendo
como em [1], obtemos, a partir de (2) e (4)-(6), a seguinte equação para a função
H(x, y, t) = h(x, y, t) − b(x, y, t) que caracteriza a evolução da espessura do gelo

∂ H

∂ t
+ ub · ∇H = div

(

∫ h

b

A(θ)(h − z)n(θ)+1dz|∇h|n(θ)−1∇h

)

+ a , (7)

onde ub = (ub, vb) é a velocidade de deslize da base, A(θ) = 2(ρ g)n(θ)A(θ) e
a = ah − ab é a taxa de acumulação/ablação. Um procedimento análogo, usando
também (4)-(6), permite-nos reduzir a equação (3) a

ρ c

(

∂ θ

∂ t
+ u · ∇θ

)

=
∂

∂ z

(

k(θ)
∂ θ

∂ z

)

+ ρ gA(θ)(h − z)n(θ)+1|∇h|n(θ)+1 . (8)

Devido à natureza do problema, a equação (7) é somente válida em pontos (x, y)
do seu domínio onde H > 0. De modo análogo, a equação (8) será somente válida
em pontos (x, y, z) do seu domínio tais que θ ≤ θm, onde θm é a média anual da
temperatura atmosférica da região, pelo que muito inferior à temperatura de fusão
do gelo. Por outro lado, ao formularem-se modelos matemáticos para o estudo do
escoamento de mantos de gelo, geralmente é necessário ter em conta que o domínio
ocupado pelo gelo não é conhecido e é ele próprio, também, parte da solução do
problema. Por isso não é possível prescrever uma condição de fronteira para a
função H. No entanto para a temperatura, assumem-se habitualmente as condições
de fronteira seguintes

θ = θm sobre z = h , (9)

−k(θ) ∂θ

∂ z
= qgeo sobre z = b (u = 0 e θ < θm) , (10)

onde qgeo denota o fluxo de calor geotérmico devido ao atrito provocado pelo deslize
da base. Relativamente às condições iniciais H0 e θ0 que complementam as equações
(7) e (8), deverão ser consistentes com o problema real e têm de satisfazer às mesmas
restrições de H0 > 0 e θ < θm.

4 Problema isotérmico

O problema posto pelas equações (7)-(9) é muito complicado de analisar, do ponto
de vista da Análise Matemática. Isto deve-se à presença de uma equação integro-
diferencial, mas principalmente por causa da lei de Arrhenius que caracteriza a
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viscosidade e, também, devido ao expoente de Glen variável. Mesmo modelos
exotérmicos que considerem expoentes de Glen constantes, são, ainda, difíceis de
analisar. Os modelos mais simples consideram o caso isotérmico que faz com que
a viscosidade não dependa mais da temperatura, levando ao desacoplamento das
equações (7) e (8). Alguns autores justificam esta substancial simplificação do pro-
blema, argumentando que o modelo isotérmico pode resultar de taxas de variação
da temperatura aproximadamente nulas (ver e.g. [4, 5]). Outra simplificação do
modelo, decorre de assumir que o domínio do escoamento é conhecido, digamos

QT := (0, T ) × Ω ⊂ R+ ×R2 ,

sendo Ω um domínio (conexo) limitado, e que a base do manto de gelo é plana, i.e.

b = constante .

Usando estas simplificações, o problema (7)-(9) reduz-se a uma única equação

∂ H

∂ t
+ ub · ∇H = div

(

Hn+2

n + 2
|∇H|n−1∇H

)

+ a em QT . (11)

O problema formulado pela equação (11) complementada por condições iniciais e de
fronteira apropriadas, e.g. H = 0 sobre ΓT := (0, T ) × ∂Ω e H = H0 em Ω, quando
t = 0, foi analisado em [3]. Aí foi demonstrada, sob determinadas condições sobre
a e H0, a existência e unicidade de soluções fracas para este problema. Demonstra-
mos, também, que espessuras iniciais, nulas em qualquer parte, propagam-se com
velocidade finita. Provamos, ainda, que, se a espessura do manto de gelo se anu-
lar localmente, existe um tempo de espera até ao qual a espessura irá permanecer
nula. Isto significa que, após uma retracção local, o declive da superfície livre deve
reconstruir-se antes de um novo avanço ser possível.
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