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Resumo: Neste trabalho derivamos um modelo tridimensional que descreve o
escoamento de mantos de gelo em climas polares. A grande novidade, reside na
consideragdo de um expoente de Glen que varia com a temperatura. No caso do
problema isotrépico, apresentamos resultados de existéncia e unicidade de solugdes.
Provamos, também, algumas propriedades qualitativas das solu¢des com potencial
aplicacdo em modelos de previsdo climética.

Abstract A three-dimensional model that describes the flow of ice sheets in
polar climates is derived in this work. The major novelty lies in considering a
temperature-depending Glen’s exponent. In the case of the isotropic problem, we
present results of existence and uniqueness of solutions. Some qualitative proper-
ties of the solutions with potential applications in climate prediction models are
established as well.
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1 Introducao

Manto de gelo é a traducao da expressao inglesa ice sheet para designar extensoes
de gelo que cobrem superficies da litosfera com mais de 50000 Km?. Os mantos de
gelo tém extensoes laterais na ordem dos 10000 Km e, hoje em dia, concentram-se
principalmente na Antarctica e em menor escala na Gronelandia. O deslocamento
dos mantos de gelo deve-se ao seu préprio peso e faz-se por processos de arrasta-
mento caracteristicos do estado sélido, tais como o deslocamento na estrutura da
rede cristalina do gelo. Neste tipo de rios de gelo, a espessura méaxima varia entre 1
e 3 Km e o escoamento faz-se a velocidades na ordem dos 100 m por ano. Apesar do
seu movimento lento e imutabilidade aparente, os mantos de gelo exibem varios fe-
noémenos dindmicos interessantes. A neve acumula-se nas terras altas, ¢ comprimida
em gelo e escoa sob a accao da forca de gravidade. O gelo escoa a partir das zonas
centrais, onde a espessura do manto de gelo é maior, para as margens que poderao
estar em terra ou dentro de dgua. Neste ultimo caso, poderdao formar-se enormes
placas de gelo que ao quebrarem dao origem aos icebergs. A base do manto de gelo
estd em contacto com a crosta terrestre e, devido ao calor por esta transmitido, o
gelo pode fundir. Quando isto acontece, a 4gua resultante lubrifica a interface entre
o gelo e a crosta terrestre, o que provoca o deslize do manto de gelo. A dindmica dos
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mantos de gelo é mantida através de um equilibrio entre a acumulacdo no centro
e a abla¢do nas margens. A acumulagdo ocorre principalmente por precipitacio de
neve e a ablagdo pode ocorrer tanto por meio de evaporacdo ou derretimento de
gelo no clima mais quente da margem, ou por meio de quebra de icebergs. Muito
importante para a manutengao dos mantos de gelo, sdo as temperaturas atmosfé-
ricas das regides onde se encontram, que, no caso do interior da Antarctica, é na
ordem dos -60°C de temperatura média anual, enquanto que as zonas costeiras tém
uma temperatura média anual de cerca de -15°C. No entanto, a temperatura tipica
de um manto de gelo, no seu interior profundo, poderd rondar os 50° K~-223° C

(ver e.g. [5]).

2 As equagoes que governam o escoamento

Em Mecénica dos Fluidos, o gelo frio é modelado como um fluido ndo-newtoniano
altamente viscoso, exotérmico, homogéneo e incompressivel. As equagdes que gover-
nam o escoamento dos mantos de gelo resultam dos principios béasicos da Mecanica
aplicados a um fluido geofisico (ver e.g. |2 []):

Conservagao da massa : divu =0; (1)

Conservagao do momento linear : divT = —pg, T =-pI+S(D), (2)

0
Conservagdo da energia: pc (gt +u- V9> = div (k(0)V0) + tr(SD). (3)

A notagdo usada nas equagdes ([I)-(B) é bem conhecida: as incégnitas sdo o campo
de velocidades u = (u,v,w), a pressdo p e a temperatura absoluta 6; a densidade p
e o calor especificos ¢ sdo constantes; e k é a funcdo de condutividade térmica. O
campo de forcas externas g deve-se a aceleracao gravitica, I é o tensor unitario, S
é a parte viscosa do tensor das tensoes T e D, a parte simétrica de V u, é o tensor
das velocidades de deformacao. Os tensores S e D estao relacionados através da lei
de Glen

1
D=A@®)|r|"'S, t=+IIs, IIs= 5ur(SQ), (4)
onde A(#) é dada pela lei de Arrhenius
el
A(0) = Age %0, (5)

sendo () a energia de activacdo, k a constante de Boltzman e Ay um parametro de
normalizacao. A letra n designa-se por expoente de Glen e todos os trabalhos que
consultamos consideram n constante, sendo n = 3 o valor mais usado. No entanto,
deve-se referir que resultados experimentais (ver e.g. [5]) tém mostrado alguma
evidéncia de que n varia em funcdo da temperatura. A novidade deste trabalho,
consiste em considerarmos um expoente de Glen dependendo da temperatura

n=n(0). (6)
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3 Equacoes de campo

Consideremos um sistema cartesiano de coordenadas (z,y, z) habitual, onde o plano
z = 0 indica o nivel médio do mar. Denotemos por z = h(z,y,t) a superficie livre
que separa o manto de gelo da atmosfera e por z = b(x, y,t) a interface que separa
a sua base da litosfera. As designadas equagbes de campo sdo derivadas fazendo
uma analise comparativa das escalas das diferentes quantidades intervenientes nas
equagdes ([2)-(B]). Esta andlise permite-nos usar as aproximacoes hidrostatica e do
gelo raso (do inglés shallow ice), bem como inferir que as normais exteriores a
superficie livre e a interface da base sdo aproximadamente verticais. Procedendo
como em [I], obtemos, a partir de ([2)) e {@)-(@]), a seguinte equagdo para a fungao
H(z,y,t) = h(z,y,t) — b(z,y,t) que caracteriza a evolugao da espessura do gelo

H h

%—t +uy, - VH = div (/ A6)(h — z)”(9>+1dzvh"<9>1Vh> +a, (7)
b

onde u, = (upy,v) é a velocidade de deslize da base, A(f) = 2(pg)™ D A(8) e

a = ap — ap é a taxa de acumulagdo/ablagdo. Um procedimento andlogo, usando

também (@)-(E), permite-nos reduzir a equagao [B)) a

pe (gf +u- ve) = % (k(e)gZ) + pgAB)(h — 2)"OF v MO+ ()
Devido & natureza do problema, a equacdo (@) é somente valida em pontos (z,y)
do seu dominio onde H > 0. De modo andlogo, a equacio (8) serd somente vélida
em pontos (z,y, z) do seu dominio tais que 6 < 6,,, onde 6,, é a média anual da
temperatura atmosférica da regido, pelo que muito inferior a temperatura de fuséo
do gelo. Por outro lado, ao formularem-se modelos matematicos para o estudo do
escoamento de mantos de gelo, geralmente é necessario ter em conta que o dominio
ocupado pelo gelo ndo é conhecido e é ele proprio, também, parte da solugdo do
problema. Por isso ndo é possivel prescrever uma condicdo de fronteira para a
funcdo H. No entanto para a temperatura, assumem-se habitualmente as condigoes
de fronteira seguintes

0 =0, sobre z=h, (9)
—k(@)% =(geo sObre z=b (u=0e6<b,), (10)
onde gge, denota o fluxo de calor geotérmico devido ao atrito provocado pelo deslize
da base. Relativamente as condigGes iniciais Hy e 8y que complementam as equagoes

[@) e (), deverao ser consistentes com o problema real e tém de satisfazer as mesmas
restricbes de Hyp > 0e 0 < 0,,.

4 Problema isotérmico
O problema posto pelas equagoes ([@)-([@) é muito complicado de analisar, do ponto

de vista da Anélise Matematica. Isto deve-se & presenca de uma equagdo integro-
diferencial, mas principalmente por causa da lei de Arrhenius que caracteriza a
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viscosidade e, também, devido ao expoente de Glen varidvel. Mesmo modelos
exotérmicos que considerem expoentes de Glen constantes, sdo, ainda, dificeis de
analisar. Os modelos mais simples consideram o caso isotérmico que faz com que
a viscosidade nao dependa mais da temperatura, levando ao desacoplamento das
equagdes (7)) e ). Alguns autores justificam esta substancial simplificagdo do pro-
blema, argumentando que o modelo isotérmico pode resultar de taxas de variacao
da temperatura aproximadamente nulas (ver e.g. [4, B]). Outra simplificacdo do
modelo, decorre de assumir que o dominio do escoamento é conhecido, digamos

Qr:=(0,T) x Q C RT x R?,
sendo € um dominio (conexo) limitado, e que a base do manto de gelo é plana, i.e.
b = constante .

Usando estas simplificagoes, o problema ([7)-([@) reduz-se a uma tnica equagio

n+2
%—It{+ub.VH:div <I:+2|VH|"1VH) +a em Qr. (11)
O problema formulado pela equagao (II]) complementada por condigdes iniciais e de
fronteira apropriadas, e.g. H = 0 sobre I'y := (0,7) x 9Q e H = Hj em (2, quando
t = 0, foi analisado em [3]. Af foi demonstrada, sob determinadas condi¢des sobre
a e Hy, a existéncia e unicidade de solugoes fracas para este problema. Demonstra-
mos, também, que espessuras iniciais, nulas em qualquer parte, propagam-se com
velocidade finita. Provamos, ainda, que, se a espessura do manto de gelo se anu-
lar localmente, existe um tempo de espera até ao qual a espessura ird permanecer
nula. Isto significa que, apds uma retraccao local, o declive da superficie livre deve
reconstruir-se antes de um novo avango ser possivel.
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